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ANALYSIS OF DRILL STRING NONLINEAR VIBRATIONS 
WITH ITS OWN WEIGHT 

 
Abstract. The dynamics of a rotating shallow drill strings applied in oil and gas extractive industry is investi-

gated. Transverse vibrations caused by the action of variable compressive load, twisting moment and the influence of 
drill string own weight distributed along the length of the column are considered. Modeling the drill string dynamics, 
geometric nonlinearity due to removing the restriction on the value of drill string deformation is allowed. Initial cur-
vature of the drill string as a complicating factor is taken into account. Models proposed by the authors are the gene-
ralization of the known equations of drill string vibration. The numerical analysis of the nonlinear vibration model is 
carried out using the Bubnov-Galerkin method of separation of variables. The influence of nonlinearity and drill 
string own weight on its oscillation process is studied. The effectiveness of application of the nonlinear models, 
which leads to decrease of the drill string oscillation amplitude and to increase of the oscillation amplitude caused by 
the influence of drill string own weight, is confirmed. It indicates the necessity of taking into account these effects 
when evaluating the amplitude-frequency characteristics of the drill string. The research results are in good 
agreement with studies of other authors. 

Keywords: drill string, nonlinear model, geometric nonlinearity, distributed own weight, transverse vibrations. 
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АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ БУРИЛЬНОЙ КОЛОННЫ  
С УЧЕТОМ СОБСТВЕННОГО ВЕСА 

 
Аннотация. Исследуется динамика вращающихся бурильных колонн неглубинного бурения, применяе-

мых в нефтегазодобывающей отрасли. Рассматриваются поперечные колебания бурильных колонн, обуслов-
ленные действием на них переменных сжимающей нагрузки, крутящего момента, а также влиянием собст-
венного веса колонны, распределенного по всей ее длине. При моделировании динамики бурильных колонн 
допускается геометрическая нелинейность модели за счет снятия ограничений на величины деформаций 
бурильных колонн. Учтены осложняющие факторы в виде начальной кривизны колонны. Предложенные 
авторами модели являются обобщением известных уравнений колебаний бурильных колонн. Численный 
анализ нелинейной модели колебаний проводится с применением метода разделения переменных Бубнова-
Галеркина. Установлено влияние нелинейности и собственного веса буровой колонны на ее колебательный 
процесс. Подтверждается эффективность нелинейности модели, ведущей к уменьшению амплитуд колеба-
ний бурильных колонн, а также увеличение амплитуд их колебаний за счет влияния собственного веса ко-
лонны. Полученные результаты свидетельствуют о необходимости их учета при оценке амплитудно-час-
тотных характеристик буровой колонны. Результаты исследований хорошо согласуются с исследованиями 
других авторов.  

Ключевые слова: бурильная колонна, нелинейная модель, геометрическая нелинейность, распределен-
ный собственный вес, поперечные колебания. 
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Введение. Большинство работ по исследованию динамики бурильных колонн направлено на 
моделирование и анализ вибраций колонн, вызывающих потерю устойчивости движения бурового 
оборудования и нарушение их прочностных свойств. Потеря устойчивости прямолинейной формы 
бурильных колонн ведет к искривлению скважин, приводящих их к негодности. Поэтому исследо-
вания по моделированию динамики буровых штанг с учетом их деформационных свойств, с уче-
том осложняющих факторов и влияния внешних возмущающих сил представляют научный и 
практический интерес. Одним из распространенных допущений является наложение ограничений 
на величины деформаций бурильных колонн при их моделировании, то есть допущение их 
малости, что ведет к линеаризации модели. Область применения линейных моделей ограничена. 
Линейные модели отвечают весьма частным случаям и отражают реальное поведение конструкций 
лишь до определенного уровня внешних воздействий. Они существенно сужают представление о 
реалистичности моделируемых процессов в системе буровая штанга-скважина и адекватность их 
описания, то есть наличие нелинейных колебаний упругих элементов. 

В настоящее время работы многих современных авторов посвящены моделированию нели-
нейных динамических систем. Интерес к изучению нелинейных волновых процессов связан с 
возможностью возникновения даже в простых элементах упругих конструкций нелинейных 
режимов. Авторы работ отмечают необходимость более полного исследования реального напря-
женно-деформированного состояния стержневых систем, учитывающих геометрическую и 
физическую нелинейностей. Среди последних работ по моделированию нелинейной динамики 
стержневых элементов можно отметить работы [1], где приведен анализ современного состояния 
проблемы, работы [2-4] и др. В работе [2] изучена модель изгибных колебаний балки Тимошенко с 
учетом геометрической и физической нелинейностей, которая в предположении малости углов 
сдвига сводится к одному уравнению относительно поперечного перемещения. Установлено, что 
нелинейность приводит к зарождению в спектре волны новых гармоник, что способствует появ-
лению в движущемся профиле волны резких перепадов. 

В работе [3] проводится сравнительный анализ линейных и нелинейных изгибных, продоль-
ных и крутильных колебаний балки Тимошенко, отмечается, что ранее нелинейному динамичес-
кому анализу механических конструкций не было уделено достаточного внимания. Нелинейность 
модели в данной работе обусловлена допущением больших деформаций. С точки зрения нелиней-
ного анализа, установлено, что модель шарнирно-опертой балки Тимошенко с учетом кубической 
нелинейности совершает меньшие колебания, чем для линейной модели, такие же результаты 
получены и в [4]. Также установлено, что с увеличением внешних нагрузок, действующих на сис-
тему, увеличивается и разница между амплитудами линейных и нелинейных колебаний. Отме-
чается, что линейный анализ приводит к заранее прогнозируемому результату, в то время как при 
нелинейном анализе такое поведение не наблюдается. 

В работе [5] анализируется выпучивание бурильной колонны и обсадных труб, играющих 
важную механическую роль в бурении и добыче нефти. Рассмотрены линейные и нелинейные 
математические модели, найдены критические силы для спирального и синусоидального изгиба в 
скважинах. 

Следующий класс задач не ограничивается действием на стержень лишь внешних поверх-
ностных нагрузок, а учитывают и действие нагрузки, распределенной по объему стержня, – его 
собственного веса. Возникает необходимость анализа влияния собственного веса на напряженно-
деформированное состояние буровой штанги и ее перемещения в процессе бурения. 

Авторами работы [6] рассматриваются нелинейные колебания балки Тимошенко с учетом ее 
собственного веса. Акцент делается на геометрической нелинейности, вызванной большими ис-
кривлениями и нелинейным растяжением срединной линии балки Тимошенко, под действием ее 
собственного веса в рамках теории конечных деформаций. Внешнюю нагрузку, действующую на 
балку, рассматривают как линейную функцию, а нагрузку, вызванную ее собственным весом, берут 
в виде постоянной величины [7]. В работе [8] также отмечается необходимость учета собственного 
веса балки при анализе ее колебаний и устойчивости. В некоторых случаях нагрузка от собствен-
ного веса балки превосходит величину внешней нагрузки, действующей на нее, что немаловажно 
для бурильных колонн глубинного бурения. Пренебрежение собственным весом балки при изу-
чении ее динамического поведения может привести к большим погрешностям в расчетах. Поэтому, 
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рассматривая большие деформации, необходимо учитывать собственный вес балки, который, как и 
в предыдущей работе, был принят постоянной величины. Автором установлено, что с уменьше-
нием длины балки уменьшается влияние ее собственного веса на колебания, а для балок малой 
длины это влияние и вовсе несущественно. В работах [9], [10] анализируется влияние собственного 
веса балки Эйлера-Бернулли на ее продольные и изгибные перемещения. 

В отличие от работ [6]-[10], где нагрузка от собственного веса была рассмотрена как 
постоянная величина, Hijmissen J.W. и W.T. van Horssen [11],  [12] рассматривали собственный вес 
балки Тимошенко распределенным по всей ее длине. Показано, что силой сжатия, обусловленной 
гравитацией и собственным весом балки, нельзя пренебрегать. Установлено, что учет собственного 
веса в модели колебаний балки Тимошенко приводит к увеличению частот колебаний, а влияние 
силы тяжести уменьшается с увеличением числа мод при моделировании методом возмущений. 
Автор работы [13], изучая динамику вертикального стержня, также принимает учет распределен-
ного по длине собственного веса балки, так как сила тяжести в данном случае будет доминирую-
щей нагрузкой на балку. В [14] изучено влияние деформации сдвига, инерции вращения и силы 
тяжести, обусловленной собственным весом балки, на ее изгибные колебания. Собственные 
частоты и формы колебаний получены для классической теории балок типа Тимошенко. Их анализ 
проведен методом Галеркина. Установлено, что для низших мод частоты колебаний балки значи-
тельно увеличиваются с увеличением силы тяжести; влияние собственного веса на собственные 
частоты колебаний уменьшается с увеличением числа мод. Также подтверждается увеличение 
частот колебаний при учете собственного веса балки. Авторами [15] изучено влияние собственного 
веса колонны на ее колебания и потерю устойчивости. Было показано, что колебательный процесс 
модели с учетом собственного веса колонны отличается от колебаний без его учета, что подтверж-
дает необходимость учета силы тяжести. Все это говорит о важности учета собственного веса 
балок и стержней при изучении их динамики и их широком прикладном значении.  

Целью данной работы является нелинейный анализ влияния собственного веса бурильной 
колонны, используемой в нефтегазодобывающей отрасли, на ее поперечные колебания. Матема-
тическая модель колебаний колонны учитывает геометрическую нелинейность. Бурильная колонна 
рассматривается в виде изотропного упругого стержня длиной l, имеющей начальные несовершен-

ства, представленных в виде поперечных прогибов 0 0,u v . 

Нелинейная математическая модель колонны с учетом собственного веса. Для изучения 
динамики колебания бурильной колонны с учетом распределенного по его длине собственного 
веса необходимо к величине внешней продольной нагрузки прибавить нагрузку, обусловленную 
собственным весом колонны: 

 ( , ) ( ) ( ),N z t N t P z    (1) 
где P(z) – собственный вес бурильной колонны, зависящий от пространственной координаты z,           
так как нагрузка от веса колонны неравномерно распределена по ее длине и является различной           
по величине для каждого поперечного сечения. Максимального значения вес достигает на забое               
(z = l), и это сечение является наиболее опасным. 

( )N t  – продольная нагрузка, передаваемая от буровой установки, которая, в свою очередь, де-
лится на постоянную и переменную во времени составляющие: 

 0( ) cos( ).tN t N N t    (2) 

Здесь N0 – продольная сила, обусловленная постоянной во времени силой сжатия; cos( )t  – пе-
риодическая функция времени, характеризующая режим нагружения; Nt – определяет вклад пере-
менной составляющей. 

Если буровая штанга имеет постоянное поперечное сечение, то для определенного сечения, 
находящегося на расстоянии z от верхнего конца штанги, из условия равновесия отсеченной части 
при учете собственного веса, P(z) – линейная функция [11]–[15]: 

 ( ) ,P z Agz   (3) 

где  – плотность материала буровой штанги, A – площадь ее поперечного сечения, g – ускорение 
свободного падения, z – расстояние от верхнего конца штанги. 
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Координату z, характеризующую расстояние от верхнего конца штанги до рассматриваемого 
сечения, можно представить в форме ,kz z l   где l – длина буровой штанги, zk  – параметр, 

отвечающий за расположение сечения по длине и принимающий следующие значения: 0 1kz  .  

Таким образом, величина общей нагрузки, действующей на систему, равна: 

 0( , ) cos( ) ,t kN z t N N t Agz l      (4) 

При анализе статической устойчивости бурильной колонны, подборе сечения колонны с 
целью расчета на прочность из формулы (4) следует, что учет влияния собственного веса приводит 
к понижению критической нагрузки на величину собственного веса. Лишь при малой длине стерж-
ня это понижение оказывается несущественным и влияние собственного веса может не учиты-
ваться. Поэтому при рассмотрении буровой штанги большой длины необходимо учитывать 
собственный вес конструкции. 

Нелинейная динамическая модель, описывающая поперечные колебания бурильной колонны в 
плоскостях Oxz и Oyz, вращающейся с частотой  , под действием продольной сжимающей силы 

( , )N z t  и крутящего момента ( )M t  с учетом начального прогиба 0 0,u v , описывается системой 

уравнений: 
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Колонна считается шарнирно-опертой. Для этого случая граничные условия имеют вид: 
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Начальные условия задаются следующим образом: 
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  (7) 

где C1, C2 – постоянные. 
Для получения решения модели (5) – (7) применяется метод Бубнова-Галеркина, который, как 

было показано в [16], позволяет успешно анализировать поведение бурильных колонн, при-
меняемых для добычи нефти в вертикальных и искривленных скважинах.  

В соответствии с методом Бубнова-Галеркина, поперечные перемещения ( , ), ( , )u z t v z t  в 

плоскостях Oxz, Oyz и начальные прогибы 0 0( ), ( )u z v z  представляются в виде рядов: 
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  (8) 

Рассматривая первую составляющую ряда (8), получена нелинейная система обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго порядка относительно новых функций 1( )u t  и 1( )v t : 
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Численный анализ колебаний бурильной колонны. Численное решение модели (5)-(7) 
проводится в универсальном пакете символьной математики Wolfram Mathematica при следующих 
значениях параметров бурильной колонны: модуль Юнга 50.7 10E МПа  , плотность материала 

32700 /кг м  , коэффициент Пуассона 0.34   (для дюралюминиевых буровых колонн), 

внешний диаметр штанги 0.2D м , внутренний диаметр 0.12d м , длина бурильной колонны 
100l  м, частота вращения 7   об/мин, продольная сжимающая нагрузка состоит из постоян-

ной 3
0 0.1 10N Н   и переменной составляющих 32.1 10 .tN Н   

На рисунке 1 представлены амплитуды колебаний бурильной колонны для случая ее линей-

ного и нелинейного моделирования. При этом рассматривалось сечение 
20


l

z  от верхнего конца 

колонны. Установлено, что поперечные колебания в случае нелинейной модели имеют меньшую 
амплитуду и процесс является более устойчивым, нежели в линейной модели. Рассмотрено влия-
ние собственного веса бурильной колонны на ее нелинейные поперечные колебания (рисунок 2).  

Численный анализ проведен для сечения 
3

4


l
z . Из рисунка 2 видно, что амплитуда коле-

баний буровой штанги с учетом ее собственного веса в несколько раз превосходит амплитуду 
колебаний колонны без учета собственного веса. Наряду с этим отличаются и частоты собственных 
колебаний. Учет силы тяжести буровой штанги приводит к увеличению частоты колебаний. Как 
отмечалось ранее, следует, что при моделировании колебаний бурильной колонны необходимо 
учитывать ее собственный вес, так как пренебрежение им приводит к большой погрешности. 

Для уточнения решений и более глубокого изучения колебательного процесса рассматри-
ваются первые три члена ряда в разложения перемещений ( , ), ( , )u z t v z t  в (8):  
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Рисунок 1 – Нелинейные (                   ) и линейные (                   ) колебания дюралюминиевой буровой штанги  
с учетом ее собственного веса 

 

 
 

Рисунок 2 – Сравнение колебаний дюралюминиевой буровой штанги  
с учетом (                    ) и без учета (                    ) ее собственного веса 

 
В этом случае система с распределенными параметрами (5), сводится к системе из 6 нелиней-

ных уравнений относительно функций 1 2 3 1 2 3( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )u u v v vt t u t t t t , анализ которых прове-
ден на рисунках 3.  

На рисунках 3 (а-г) изображены формы изгиба бурильной колонны, характеризующие рас-
пределение амплитуд нелинейных поперечных колебаний бурильной колонны по всей ее длине в 
фиксированные моменты времени для моделей с учетом и без учета собственного веса. В моделях 
без учета собственного веса помимо меньшей амплитуды колебаний можно заметить симметрич-
ность колебаний относительно серединного поперечного сечения. Т.е. амплитуды колебаний 
поперечных сечений, отступающих на одинаковое расстояние от верхнего и нижнего концов 
буровой штанги, одинаковы. А максимальное отклонение от недеформированного состояния 

достигается срединным поперечным сечением 
1

2
z l . 
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 а) 43.9mt с   б) 38.1mt с
 

 

  
 

 в) 134mt с   г) 97.8mt с  
 

Рисунок 3 – Динамика упругого деформирования оси бурильной колонны в плоскости Oxz  
с учетом (                     ) и без учета ( - - - - - - ) ее собственного веса 

 
В моделях же с учетом собственного веса бурильной колонны эта симметричность не наблю-

дается. Отмечается, что амплитуды колебаний нижней половины бурильной колонны больше, чем 
у верхней половины, что обусловлено неравномерным распределением собственного веса по ее 
длине. Максимального значения амплитуда достигает не в середине штанги, а в сечениях, 

находящихся ниже центрального поперечного сечения (примерно в сечении 
3

5
z l ). Наблюдается 

также заметное отличие колебаний буровой штанги у ее концов – верхнего и нижнего.  
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Если же у верхнего конца колебание плавно переходит в ноль (сечение z = 0), то у нижнего 
конца амплитуды намного выше и колебание резко переходит в ноль в сечении z = l, ввиду 
шарнирно-опертого конца штанги, то есть наблюдается различие градиентов изменения ампли-
туды. Это обусловлено тем, что с увеличением глубины скважины увеличивается и собственный 
вес буровой штанги. На верхнем конце колонны влияние ее собственного веса на колебания 
незначительно, в отличии от нижнего конца. 

Далее анализируется относительное изменение амплитуд колебаний буровой штанги с учетом 
и без учета ее собственного веса по мере углубления скважины. Для этого находятся макси-
мальные амплитуды колебаний двух моделей для разных поперечных сечений, и вычисляется их 
отношение: 

 
 
 

( )
( , )

,
( , )

k
k P z l

k

Max u z t

Max u z t
                                                            (12) 

где   ( )
( , )

k
k P z l

Max u z t


 – максимальная амплитуда колебаний буровой штанги с учетом ее соб-

ственного веса в поперечном сечении kz , а  ( , )kMax u z t  – максимальная амплитуда модели без 

учета собственного веса штанги. Таким образом, параметр  характеризует коэффициент изме-
нения величины амплитуды колебаний при учете собственного веса штанги. В таблице рассмат-
риваются значения параметра   для различных поперечных сечений. 

 
Соотношения максимальных амплитуд колебаний буровой колонны  

с учетом и без учета ее собственного веса для различных поперечных сечений 
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20
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20
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20
 16

20
 19

20
 

 1,15 1,99 2,57 3,76 4,61 5,15

 
Из таблицы видно, что, ближе к забою относительное изменение амплитуд колебаний двух 

моделей увеличивается. Если на верхнем конце амплитуда колебаний модели с учетом собствен-
ного веса в 1,15 раз больше амплитуды колебаний без учета собственного веса, то на нижнем конце 
это отношение равно 5,15. Т.е. с углублением скважины влияние собственного веса буровой ко-
лонны увеличивается.  

Заключение. В работе был проведен анализ нелинейной математической модели поперечных 
колебаний бурильной колонны, возникающих в процессе проходки скважины, с учетом 
собственного веса штанги. Была разработана методика расчета математической модели в среде 
Wolfram Mathematica, которая заключалась в сведении исходной системы уравнений в частных 
производных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений путем применения метода 
Бубнова-Галеркина и дальнейшем использовании численного метода с переключением жесткости. 
Установлено влияние геометрической нелинейности модели бурильной колонны, а также влияние 
ее собственного веса на колебательный процесс. В результате сравнительного анализа линейной и 
нелинейной модели выявлено уменьшение амплитуды в последнем случае. Установлено, что учет 
собственного веса бурильных колонн большой длины необходим для обеспечения устойчивого и 
надежного бурения в процессе проходки нефтяных и газовых скважин. 

Работа была выполнена в рамках проекта ГФ-4 №5453 грантового финансирования Минис-
терства образования и науки Республики Казахстан. 
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БҰРҒЫЛАУ ҚАРНАҒЫНЫҢ ӨЗ САЛМАҒЫН ЕСЕПКЕ АЛЫП  
СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ТЕРБЕЛІСІН ТАЛДАУ 

 
Аннотация. Мұнай жəне газ өнеркəсібінде пайдаланылатын айналмалы терең емес бұрғылау қарнағы-

лардың динамикасы қарастырылған. Бұрғылау қарнағының барлық ұзындығы бойынша үлестірілген өз сал-
мағы, айнымалы қысу жүктемесі мен бұраушы кезеңнің туындаған көлденең тербелісі қарастырылған. 
Бұрғылау қарнағының деформация шамасы бойынша шектеулер алып тастау салдарынан моделдің геомет-
риялық бейсызықтығы ескерілген. Қарнағының бастапқы майысу сияқты қиындататын факторлар да еске-
ріледі. Авторлардың ұсынған модельдері бұрғылау қарнағының белгілі тербеліс теңдеулердің қорытуы 
болып табылады. Сызықсыз тербеліс моделінің сандық талдауы Бубнов-Галеркин айнымалы бөлу əдісін пай-
далана отырып жүзеге асырылады. Бұрғылау қарнағының тербеліс процесіне бейсызықтық пен өз салмағы-
ның əсері табылған. Бұрғылау колоннасының тербеліс амплитудасының азаюына жетекші, сызықты емес 
модельдердің тиімділігі растады, сондай-ақ қарнағының өз салмағы əсеріне байланысты оның тербеліс амп-
литудасы арттыруы көрсетілген. Бұл нəтижелер бұрғылау қарнағының жиілігі мен амплитудасы сипаттама-
ларын бағалағанда оларды ескеру қажеттігін көрсетеді. Зерттеу нəтижелері басқа авторлардың зерттеу-
лерімен жақсы келісімде. 

Түйін сөздер: бұрғылау қарнағы, сызықсыз модель, геометриялық бейсызықтық, үлестірілген өз салма-
ғы, көлденең тербелісі. 
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